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Ëåêöèÿ 6.

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ðåçîëþöèé.

Ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëû.

Òåîðåìà î ðàâíîñèëüíîé çàìåíå.

Ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà.

Ñèñòåìû äèçúþíêòîâ.



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Çàäà÷à ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

|= ϕ ?

Ýòàï 1. Ñâåäåíèå ïðîáëåìû îáùåçíà÷èìîñòè ê ïðîáëåìå

ïðîòèâîðå÷èâîñòè.

ϕ  ϕ0 = ¬ϕ

ϕ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ ϕ0 ïðîòèâîðå÷èâà.

Ýòàï 2. Ïîñòðîåíèå ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÏÍÔ).

ϕ0  ϕ1 = Q1x1Q2x2 . . .Qnxn (D1&D2& . . .&DN)

ϕ0 ðàâíîñèëüíà ϕ1, ò. å. I |= ϕ0 ⇔ I |= ϕ1.



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ýòàï 3. Ïîñòðîåíèå ñêîëåìîâñêîé ñòàíäàðòíîé ôîðìû (ÑÑÔ).

ϕ1  ϕ2 = ∀xi1∀xi2 . . . ∀xik (D1&D2& . . .&DN)

ϕ1 ïðîòèâîðå÷èâà ⇐⇒ ϕ2 ïðîòèâîðå÷èâà.

Ýòàï 4. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû äèçúþíêòîâ.

ϕ2  Sϕ = {D1, D2, . . . ,DN},

ãäå Di = Li1 ∨ Li2 ∨ · · · ∨ Limi
.

ϕ2 ïðîòèâîðå÷èâà ⇐⇒ ñèñòåìà äèçúþíêòîâ Sϕ ïðîòèâîðå÷èâà.

avasilenko
Примечание
устранение кванторов существования

avasilenko
Примечание
исследовать такую штуку - очень удобно



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Ýòàï 5. Ðåçîëþòèâíûé âûâîä òîæäåñòâåííî ëîæíîãî

(ïðîòèâîðå÷èâîãî) äèçúþíêòà � èç ñèñòåìû Sϕ.

Ïðàâèëî ðåçîëþöèè Res :
D1 = D ′

1 ∨ L, D2 = D ′
2 ∨ ¬L

D0 = D ′
1 ∨ D ′

2
.

Äèçúþíêò D0 íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòîé äèçúþíêòîâ D1 è D2.

Ðåçîëüâåíòû ñòðîÿò, ïîêà íå áóäåò ïîëó÷åí ïóñòîé äèçúþíêò �.
Ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå D1 = L, D2 = ¬L:

D1 = L, D2 = ¬L
D0 = �

Ñèñòåìà äèçúþíêòîâ Sϕ ïðîòèâîðå÷èâà ⇔ èç Sϕ ðåçîëþòèâíî

âûâîäèì ïóñòîé äèçúþíêò �.

ÈÒÎÃ. Ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà ⇔ èç ñèñòåìû äèçúþíêòîâ Sϕ
ðåçîëþòèâíî âûâîäèì ïóñòîé äèçúþíêò �.

avasilenko
Примечание
Таким образом применяя лишь одно правило резолюции, получая всё новые резольвенты, если мы сможем получить пустой резольвент, то это знакчит, что все остальные дизьюнкты были противоречивы (вернее пара диз.юнктов, т.е. исходная система), а значит та формула, которую мы проверяли - является общезначимой



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Èñõîäíàÿ
ôîðìóëà

ϕ

-
Îòðèöàíèå

¬ϕ

?

ÏÍÔ

ϕ1

�
ÑÑÔ

ϕ2

?
Ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ
Sϕ

-
Ðåçîëþòèâíûé âûâîä
ïóñòîãî äèçúþíêòà �
èç ñèñòåìû Sϕ



ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëîãè÷åñêóþ ñâÿçêó ýêâèâàëåíöèè ≡.
Âûðàæåíèå ϕ ≡ ψ � ýòî ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ôîðìóëû

(ϕ→ ψ)&(ψ → ϕ).

Îïðåäåëåíèå

Ôîðìóëû ϕ è ψ áóäåì íàçûâàòü ðàâíîñèëüíûìè , åñëè

ôîðìóëà ϕ ≡ ψ îáùåçíà÷èìà, ò. å. |= (ϕ→ ψ)&(ψ → ϕ).

Óòâåðæäåíèå.

1. Îòíîøåíèå ðàâíîñèëüíîñòè � ýòî îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè.

2. Åñëè ôîðìóëà ϕ îáùåçíà÷èìà (âûïîëíèìà) è ðàâíîñèëüíà

ψ, òî ôîðìóëà ψ òàêæå îáùåçíà÷èìà (âûïîëíèìà), ò. å.

|= ϕ è |= ϕ ≡ ψ =⇒ |= ψ



ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë

1. Óäàëåíèå èìïëèêàöèè. |= ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ,
2. Ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ.

|= ∀
∃ x ϕ(x) ≡ ∀

∃ y ϕ(y),
çäåñü ôîðìóëà ϕ(x) íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé
ïåðåìåííîé y , à ôîðìóëà ϕ(y) íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ
âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x .

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ.

|= ¬¬ϕ ≡ ϕ,
|= ¬(ϕ&

∨ψ) ≡ ¬ϕ
∨
&¬ψ,

|= ¬∀
∃xϕ ≡

∃
∀ x¬ϕ,



ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÓËÛ

Ïðèìåðû ðàâíîñèëüíûõ ôîðìóë

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ.

|= ∀
∃xϕ(x)&ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x)&ψ),

|= ∀
∃xϕ(x) ∨ ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x) ∨ ψ),

çäåñü ôîðìóëà ψ íå ñîäåðæèò ñâîáîäíûõ âõîæäåíèé

ïåðåìåííîé x ,

5. Çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû.

|= ϕ&
∨ψ ≡ ψ&

∨ϕ,

|= ϕ&
∨ (ψ

&
∨χ) ≡ (ϕ&

∨ψ)
&
∨χ,

|= ϕ&(ψ ∨ χ) ≡ (ϕ&ψ) ∨ (ϕ&χ),
|= ϕ ∨ (ψ&χ) ≡ (ϕ ∨ ψ)&(ϕ ∨ χ),
|= ϕ&

∨ϕ ≡ ϕ,

Äîêàçàòü ðàâíîñèëüíîñòü ìåòîäîì ñåìàíòè÷åñêèõ òàáëèö.



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Çàïèñü ϕ[ψ] îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà ϕ ñîäåðæèò ïîäôîðìóëó ψ.
Çàïèñü ϕ[ψ/χ] îáîçíà÷àåò ôîðìóëó, êîòîðàÿ îáðàçóåòñÿ èç

ôîðìóëû ϕ çàìåíîé íåêîòîðûõ (íå îáÿçàòåëüíî âñåõ)

âõîæäåíèé ïîäôîðìóëû ψ íà ôîðìóëó χ.

Òåîðåìà

|= ψ ≡ χ =⇒ |= ϕ[ψ] ≡ ϕ[ψ/χ]

Äîêàçàòåëüñòâî

Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñâÿçîê è êâàíòîðîâ â ôîðìóëå ϕ

Áàçèñ. ϕ[ψ] = ψ. Î÷åâèäíî.



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä. ϕ[ψ] = ∀xϕ1[ψ](x).

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, åñëè |= ψ ≡ χ, òî â ëþáîé
èíòåðïåðòàöèè I è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà d ∈ DI âåðíî

I |= ϕ1[ψ](d)→ ϕ1[ψ/χ](d)
I |= ϕ1[ψ/χ](d)→ ϕ1[ψ](d)

Çíà÷èò,
I |= ∀x(ϕ1[ψ](x)→ ϕ1[ψ/χ](x))
I |= ∀x(ϕ1[ψ/χ](x)→ ϕ1[ψ](x))

Êàê ñëåäóåò èç ïðèìåðà |= ∀x(A→ B)→ (∀xA→ ∀xB)
(ñì. Ëåêöèÿ 3 ),

I |= ∀xϕ1[ψ](x)→ ∀xϕ1[ψ/χ](x))
I |= ∀xϕ1[ψ/χ](x)→ ∀xϕ1[ψ](x))

(Îñòàëüíûå ñëó÷àè ôîðìóëû ϕ � ñàìîñòîÿòåëüíî.)



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)
Ïîñêîëüêó |= ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)
Ïîñêîëüêó |= ¬∀xϕ ≡ ∃x¬ϕ

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)
Ïîñêîëüêó |= ∃x ϕ(x) ≡ ∃y ϕ(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))
Ïîñêîëüêó |= ∃xϕ(x) ∨ ψ ≡ ∃x(ϕ(x) ∨ ψ)

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÐÀÂÍÎÑÈËÜÍÎÉ ÇÀÌÅÍÅ

Ðàâíîñèëüíûå çàìåíû ïîçâîëÿþò óïðîùàòü ôîðìóëû,

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì èõ çíà÷åíèå (ñìûñë).

Ïðèìåð

Äîêàçàòü îáùåçíà÷èìîñòü ôîðìóëû ∀xP(x)→ ∃xP(x).

|= ∀xP(x)→ ∃xP(x) ≡ ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x)

|= ¬∀xP(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃xP(x) ≡ ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y)

|= ∃x¬P(x) ∨ ∃yP(y) ≡ ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))

Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ îá îáùåçíà÷èìîñòè ∀xP(x)→ ∃xP(x)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá îáùåçíà÷èìîñòè ∃x∃y(¬P(x) ∨ P(y))



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Îïðåäåëåíèå

Çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ϕ íàçûâàåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé

ôîðìîé (ÏÍÔ) , åñëè

ϕ = Q1x1Q2x2 . . .Qnxn M(x1, x2, . . . , xn),

ãäå

I Q1x1 Q2x2 . . . Qnxn � êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà , ñîcòîÿùàÿ

èç êâàíòîðîâ Q1,Q2, . . . ,Qn,

I M(x1, x2, . . . , xn) � ìàòðèöà � áåñêâàíòîðíàÿ

êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÊÍÔ), ò. å.

M(x1, x2, . . . , xn) = D1 & D2 & . . .& DN ,

ãäå Di = Li1 ∨ Li2 ∨ · · · ∨ Liki � äèçúþíêòû , ñîñòîÿùèå èç

ëèòåð Lij = Aij èëè Lij = ¬Aij , ãäå Aij � àòîìàðíàÿ

ôîðìóëà.



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

∀x∃y∃z∀u (P(x) & ¬R(x , u) & (¬P(y) ∨ R(x , z))),

êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà: ∀x∃y∃z∀u

ìàòðèöà: P(x) & ¬R(x , u) & (¬P(y) ∨ R(x , z))

äèçúþíêòû: D1 = P(x),
D2 = ¬R(x , u),
D3 = ¬P(y) ∨ R(x , z)



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Òåîðåìà î ÏÍÔ

Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ ñóùåñòâóåò

ðàâíîñèëüíàÿ ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Çàìêíóòóþ ôîðìóëó ϕ ìîæíî ïðèâåñòè ê ÏÍÔ ïðèìåíåíèåì

ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîêàæåì, êàê ýòî íàäî äåëàòü

íà ïðèìåðå ôîðìóëû

ϕ = ¬ ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x , y))) → ∃yR(x , y) )

avasilenko
Примечание
Доказательство будет констурктивным



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

1. Ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòè |= ∀
∃ x ϕ(x) ≡ ∀

∃ y ϕ(y)

ϕ = ¬ ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x, y))) → ∃yR(x, y) )

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→ ∃yR(x1, y))) → ∃yR(x1, y) )

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→ ∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

2. Óäàëåíèå èìïëèêàöèé.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòü |= ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2)∨∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

2. Óäàëåíèå èìïëèêàöèé.

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2)∨∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

2. Óäàëåíèå èìïëèêàöèé.

¬ ∃x1( (P(x1) & (∀x2P(x2)→∃y1R(x1, y1))) → ∃y2R(x1, y2) )

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2)∨∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ
Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòè

|= ¬¬ϕ ≡ ϕ,
|= ¬(ϕ&

∨ψ) ≡ ¬ϕ
∨
&¬ψ,

|= ¬∀
∃xϕ ≡

∃
∀ x¬ϕ

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

3. Ïðîäâèæåíèå îòðèöàíèÿ âãëóáü.

¬ ∃x1( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1¬( ¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) ∨ ∃y2R(x1, y2) )

∀x1( ¬¬(P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ¬∃y2R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (¬∀x2P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ
Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

Ïðèìåíÿåì ðàâíîñèëüíîñòè

|= ∀
∃xϕ(x)&ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x)&ψ),

|= ∀
∃xϕ(x) ∨ ψ ≡

∀
∃x(ϕ(x) ∨ ψ),

|= ϕ&
∨ψ ≡ ψ&

∨ϕ.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

4. Âûíåñåíèå êâàíòîðîâ ¾íàðóæó¿.

∀x1( (P(x1) & (∃x2¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( (P(x1) & ∃x2(¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1( ∃x2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

∀x1∃x2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ ∃y1R(x1, y1))) & ∀y2¬R(x1, y2) )

è òàê äàëåå...

∀x1∃x2∃y1∀y2( (P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1))) & ¬R(x1, y2) )



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

5. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ïðèìåíÿåì çàêîíû áóëåâîé àëãåáðû.

ψ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó ψ, êîòîðàÿ

I ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé,

I ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé ôîðìóëå ϕ.

�



ÏÐÅÄÂÀÐÅÍÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî

5. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ê êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå.

ψ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ôîðìóëó ψ, êîòîðàÿ

I ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðåííîé íîðìàëüíîé ôîðìîé,

I ðàâíîñèëüíà èñõîäíîé ôîðìóëå ϕ.

�

avasilenko
Примечание
Нужно понимать, что к сожалению при генерации даже самой малой тупиковой КНФ, мы можем нарваться на очень большую её длинну, поэтому тут может быть на 5-м шаге сильное увеличение размера формулы,



Плюс в том, что так случилось, что в обычном человеческом языке так случается не часто



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Èñõîäíàÿ
ôîðìóëà

ϕ

-
Îòðèöàíèå

¬ϕ

?

ÏÍÔ

ϕ1

�
ÑÑÔ

ϕ2

?
Ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ
Sϕ

-
Ðåçîëþòèâíûé âûâîä
ïóñòîãî äèçúþíêòà �
èç ñèñòåìû Sϕ



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Îïðåäåëåíèå

Ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà âèäà

ϕ = ∀xi1∀xi2 . . . ∀xim M(xi1 , xi2 , . . . , xim),

â êîòîðîé êâàíòîðíàÿ ïðèñòàâêà íå ñîäåðæèò êâàíòîðîâ ∃,
íàçûâàåòñÿ ñêîëåìîâñêîé ñòàíäàðòíîé ôîðìîé (ÑÑÔ) .

Ïðèìåðû ÑÑÔ

∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

R(c1, f (c1, c2)) ∨ P(c2)



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Òåîðåìà î ÑÑÔ

Äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé ôîðìóëû ϕ ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà ψ, ÷òî

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ψ âûïîëíèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî

Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé îá óäàëåíèè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ .

avasilenko
Примечание
Но это не значит, что формула равносильна, важна именно выполнимость



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ëåììà îá óäàëåíèè êâàíòîðîâ ñóùåñòâîâàíèÿ

Ïóñòü ϕ = ∀x1∀x2 . . . ∀xk∃xk+1 ϕ0(x1, x2, . . . , xk , xk+1) �
çàìêíóòàÿ ôîðìóëà, k ≥ 0, è k-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé

ñèìâîë f (k) íå ñîäåðæèòñÿ â ôîðìóëå ϕ.
Òîãäà ôîðìóëà ϕ âûïîëíèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà âûïîëíèìà ôîðìóëà

ψ = ∀x1∀x2 . . . ∀xk ϕ0(x1, x2, . . . , xk , f
(k)(x1, x2, . . . , xk)).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

(⇐ ) Ïóñòü I � ìîäåëü äëÿ ψ.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk ∈ DI èìååò ìåñòî

I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , f
(k)(d1, d2, . . . , dk)],

ò. å. äëÿ ëþáîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk ∈ DI ñóùåñòâóåò òàêîé

ýëåìåíò dk+1 = f (k)(d1, d2, . . . , dk), ÷òî
I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , dk+1].
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî I |= ∀x1∀x2 . . . ∀xk∃xk+1ϕ0.

avasilenko
Примечание
фи0 - это вообще любая формула



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îá óäàëåíèè ∃.
(⇒ ) Ïóñòü I � ìîäåëü äëÿ ϕ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà

d1, d2, . . . , dk ∈ DI ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò dk+1 ∈ DI , ÷òî

I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , dk+1].
Ïóñòü f : Dk

I → DI � ýòî íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, âû÷èñëÿþùàÿ

äëÿ êàæäîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk ∈ DI òàêîé ýëåìåíò

dk+1 = f(d1, d2, . . . , dk), ÷òî
I |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , dk+1].
Ðàññìîòðèì èíòåðïðåòàöèþ I ′, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò I òîëüêî
òåì, ÷òî îöåíêîé ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (k) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ f.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàáîðà d1, d2, . . . , dk âåðíî

I ′ |= ϕ0[d1, d2, . . . , dk , f
(k)(d1, d2, . . . , dk)]. (ïî÷åìó? )

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

I ′ |= ∀x1∀x2 . . . ∀xk ϕ0(x1, x2, . . . , xk , f
(k)(x1, x2, . . . , xk)). �

avasilenko
Примечание
заметим, что мы тут рассматриваем именно функцию, а не функциональный символ, которая будет сопоставлять dk+1 ровно тот, который и существует.

avasilenko
Примечание
Потому что в мире I' значение функции f будет f жирное, которое верно в I' и в I' выполняется фи0, и это именно потому что функциональный символ F был инвариантен в I, т.е. формула фи0 не зависит от него, оно - новое



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá ÑÑÔ

Óäàëÿåì ïî î÷åðåäè êâàíòîðû ñóùåñòâîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ

ëåììû.

ϕ = ∀x1 . . . ∀xk∃xk+1∀xk+2 . . . ∀xm∃xm+1 . . .
ϕ0(x1, . . . , xk , xk+1, xk+2 . . . xm, xm+1, . . . )

ϕ′ = ∀x1 . . . ∀xk ∀xk+2 . . . ∀xm∃xm+1 . . .
ϕ0(x1, . . . , xk , f (x1, . . . , xk), xk+2 . . . xm, xm+1, . . . )

ϕ′′ = ∀x1 . . . ∀xk ∀xk+2 . . . ∀xm . . .
ϕ0(x1, . . . , xk , f (x1, . . . , xk), xk+2 . . . xm, g(x1, . . . , xk , xk+2, . . . , xm), . . . )

è. ò. ä.

Ïðè ýòîì âûïîëíèìîñòü ôîðìóë ñîõðàíÿåòñÿ. �



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

ϕ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P() ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ϕ′′ âûïîëíèìà.



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

ϕ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′ = ∀x1∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ϕ′′ âûïîëíèìà.



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Ïðèìåð

ϕ = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′ = ∀x1∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

ϕ′′ = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )

ϕ âûïîëíèìà ⇐⇒ ϕ′′ âûïîëíèìà.



ÑÊÎËÅÌÎÂÑÊÈÅ ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

Òåðì f (k)(x1, . . . , xk), êîòîðûé ïîäñòàâëÿåòñÿ âìåñòî óäàëÿåìîé

ïåðåìåííîé xk+1, ñâÿçàííîé êâàíòîðîì ∃, íàçûâàåòñÿ
ñêîëåìîâñêèì òåðìîì .

Åñëè k = 0, òî òåðì íàçûâàåòñÿ ñêîëåìîâñêîé êîíñòàíòîé .

Ïðîöåäóðà óäàëåíèÿ êâàíòîðîâ ∃ íàçûâàåòñÿ ñêîëåìèçàöèåé .



ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÇÎËÞÖÈÉ

Èñõîäíàÿ
ôîðìóëà

ϕ

-
Îòðèöàíèå

¬ϕ

?

ÏÍÔ

ϕ1

�
ÑÑÔ

ϕ2

?
Ñèñòåìà

äèçúþíêòîâ
Sϕ

-
Ðåçîëþòèâíûé âûâîä
ïóñòîãî äèçúþíêòà �
èç ñèñòåìû Sϕ



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ

Óòâåðæäåíèå

|= ∀x(ϕ&ψ) ≡ ∀xϕ&∀xψ

Èíà÷å ãîâîðÿ, êâàíòîðû ∀ ìîæíî ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëèòü ïî
ñîìíîæèòåëÿì (äèçúþíêòàì) ÊÍÔ.

Òåîðåìà

Ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà

ϕ = ∀x1∀x2 . . . ∀xm (D1 & D2 & . . .& DN)

íåâûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ôîðìóë

Sϕ = {∀x1∀x2 . . . ∀xmD1, ∀x1∀x2 . . . ∀xmD2, . . . ,∀x1∀x2 . . . ∀xmDN}

íå èìååò ìîäåëè.



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ

Êàæäàÿ ôîðìóëà ìíîæåñòâà Sϕ èìååò âèä

∀x1∀x2 . . . ∀xm(L1 ∨ L2 ∨ · · · ∨ Lk)

è íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòîì .

Â äàëüíåéøåì (ïî óìîë÷àíèþ) áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå

ïåðåìåííûå äèçúþíêòà ñâÿçàíû êâàíòîðàìè ∀, è êâàíòîðíóþ

ïðèñòàâêó âûïèñûâàòü íå áóäåì.

Êàæäûé äèçúþíêò ñîñòîèò èç ëèòåð L1, L2, . . . , Lk .
Ëèòåðà � ýòî ëèáî àòîì, ëèáî îòðèöàíèå àòîìà.

Îñîáî âûäåëåí äèçúþíêò, â êîòîðîì íåò íè îäíîé ëèòåðû.

Òàêîé äèçúþíêò íàçûâàåòñÿ ïóñòûì äèçúþíêòîì è

îáîçíà÷àåòñÿ �. Ïóñòîé äèçúþíêò � òîæäåñòâåííî ëîæåí

(ïî÷åìó? ).

Ïîòîìó ÷òî |= L1 ∨ · · · ∨ Lk ≡ L1 ∨ · · · ∨ Lk ∨ false, è ïîýòîìó

ïðè k = 0 èìååì |= � ≡ false.

avasilenko
Примечание
Пусть пустой дизьюнкт является формулой, и он будет считаться ложью, потому что любая дизьюнкция может быть представленна как дизьюнкция + дизьюнкция с ложью, а потому лжи можно всегда добавлять любое количество, 

потом можно представть, что  все старые дизьюнкты отбросились, остался только пустой дизьюнкт и false

к тому же пустой дизьюнкт можно всегда представить в виде заведомо ложной дизьюнкции, и потому выбрали именно false для тождественно ложного дизьюнкта, (в частности пустого дизьюнкта)



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ

Ñèñòåìó äèçúþíêòîâ, íå èìåþùóþ ìîäåëåé, áóäåì íàçûâàòü

íåâûïîëíèìîé , èëè ïðîòèâîðå÷èâîé ñèñòåìîé äèçúþíêòîâ.

Çàäà÷à ïðîâåðêè îáùåçíà÷èìîñòè ôîðìóë ëîãèêè ïðåäèêàòîâ.

|= ϕ ?

ϕ îáùåçíà÷èìà ⇐⇒ ϕ0 = ¬ϕ íåâûïîëíèìà.

ϕ0 íåâûïîëíèìà ⇐⇒ ÏÍÔ ϕ1 íåâûïîëíèìà.

ϕ1 íåâûïîëíèìà ⇐⇒ ÑÑÔ ϕ2 íåâûïîëíèìà.

ϕ2 íåâûïîëíèìà ⇐⇒ ñèñòåìà äèçúþíêòîâ Sϕ íåâûïîëíèìà.

Èòàê, ïðîâåðêà îáùåçíà÷èìîñòè |= ϕ ? ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå

ïðîòèâîðå÷èâîñòè ñèñòåìû äèçúþíêòîâ Sϕ.

avasilenko
Примечание
В системе дизьюнктов есть только дизъюнкция и отрицание, что очень приятно, однако смысл формулы фи будет утерян с человеческой точки зрения, в то время как компьютеру очень хорошо



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ: ÏÐÈÌÅÐ

Èñõîäíàÿ ôîðìóëà:

ϕ = ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x , y))) → ∃yR(x , y) )

Åå îòðèöàíèå:

ϕ0 = ¬ ∃x( (P(x) & (∀xP(x)→ ∃yR(x , y))) → ∃yR(x , y) )

Ïðåäâàðåííàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà äëÿ ϕ0:

ϕ1 = ∀x1∃x2∃y1∀y2(P(x1) & (¬P(x2) ∨ R(x1, y1)) & ¬R(x1, y2) )

Ñêîëåìîâñêàÿ ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà:

ϕ2 = ∀x1∀y2(P(x1) & (¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1))) & ¬R(x1, y2) )



ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÇÚÞÍÊÒÎÂ: ÏÐÈÌÅÐ

Ñèñòåìà äèçúþíêòîâ:

Sϕ = {
D1 = P(x1),
D2 = ¬P(f (x1)) ∨ R(x1, g(x1)),
D3 = ¬R(x1, y2)

}

Çàäà÷à:

êàê ïðîâåðèòü ïðîòèâîðå÷èâîñòü

ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû

äèçúþíêòîâ?
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